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Resumen— En este articulo se presenta una propuesta de mejoramiento a la técnica TOPSIS, la cual usa la
distancia euclidiana que tiene una alternativa en evaluacion a una alternativa ideal y otra anti-ideal al ser
consideradas como puntos en el espacio euclidiano, misma que asume independencia lineal entre los
atributos, lo cual frecuentemente no se cumple. Se demuestra matematicamente que la distancia de
Mahalanobis integra el coeficiente de correlacion, el cual es una medida de la dependencia lineal y ademas, se
presenta un caso de estudio en el que se realizan evaluaciones con ambas distancias, encontrandose
inconsistencia en las soluciones propuestas.

Palabras claves— Justificacion multiatributos, inversion en TMA, evaluacién de robots, TOPSIS, técnicas
multicriterio.

1. Introduccién

El nivel creciente de competitividad que se maneja en el mundo globalizado de nuestros dias esta obligando a las
empresas manufactureras a considerar inversiones en Tecnologias para la Manufactura Avanzada (TMA), dado que
éstas permiten lograr calidad y precios competitivos en los productos. Ademas, es ampliamente aceptado que las
inversiones en TMA no solo ofrecen beneficios operativos y econémicos, sino que también proporcionan ventajas
competitivas y estratégicas que pueden ser aprovechadas por las empresas que las implantan (Parkan y Wu, 1998).
Sin embargo, las empresas que deciden invertir en TMA se enfrentan a un problema de decision al momento de
elegir la alternativa que cumpla con las caracteristicas deseadas. Estas caracteristicas comprenden atributos tales
como el precio, calidad de producto, capacidad de produccidn, grado de precision, ciclo de vida, servicios por parte
del proveedor, entre otros. Para este caso de estudio estas caracteristicas propias de las TMA se consideran atributos
y pueden ser cualitativos y cuantitativos (Hofmanny Orr, 2005; Lefley et al. 2004; MacDougall y Pike, 2003).
Ante esta necesidad de evaluacion de TMA que tienen las empresas con la finalidad de elegir una alternativa que
satisfaga sus requerimientos y a su vez justifique la inversion de grandes sumas econémicas, se han creado muchas
técnicas, modelos y metodologias. Las técnicas de evaluacion de proyectos tecnoldgicos pueden agruparse en tres
principales grupos, las cuales son: Estratégicas, Econémicas y Analiticas (Small y Chen, 1997).

Las técnicas estratégicas tienen una amplia relacion con la mision y visién de la empresa, mismas que son
ampliamente usadas por la alta gerencia y es probable que sean poco aceptadas por los mandos medios y bajos de la
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organizacion. Por su parte, las ténnicas econdmicas, tienen un enfoque totalmente financiero y no integrar atributos
cualitativos en sus procesos de evaluacion, enfocandose en aquellos que se pueden representar en unidades
monetarias; algunas de las técnicas clasificadas dentro de esta categoria son el valor presente neto (VPN), tasa
interna de retorno (TIR) y periodo de retorno (PR), entre otras. Las técnicas de tipo analiticas se caracterizan por
poder integrar en la evaluacion a los atributos cualitativos y cuantitativos, mismas que son ampliamente aceptadas
por muchos investigadores, ademas de que tienen un enfoque multicriterio y multiatributos.

La integracién de los atributos cualitativos y cuantitativos garantiza el éxito del proceso de implantacion de la
tecnologia. Por ejemplo, se considera que si no se integran estos dos tipos de atributos en el analisis, entonces se
presentan problemas en la implementacidn y existe el riesgo de un fracaso de la inversién (Yusuff y Hashmib, 2001;
Ahn 'y Park, 2008; Hajkowicz y Higgins, 2008). Las técnicas analiticas incorporan estos aspectos por lo que son mas
complejas que las técnicas econdmicas; ademas, debido a sus contenidos amplios, se analiza mayor informacion,
incluida la incertidumbre y sus efectos, por lo que son mas realistas, lo que las vuelve méas apreciadas para el analisis
de decisiones de inversion en TMA (Meredith y Suresh, 1986; Adler, 2000; Wiecek et al., 2008).

Una de las técnicas analiticas para la evaluacion multicriterio y multiatributo en la toma de decisiones es
denominada TOPSIS (Technique for Order Preference by Similarity to an Ideal Solution). Esta técnica esta basada
en el concepto intuitivo de que la alternativa seleccionada debe tener la distancia Euclidiana mas corta posible a una
solucion ideal y estar lo mas lejos posible respecto a otra solucion anti-ideal, cuando dichas alternativas son
consideradas como vectores en un espacio n-dimensional (Hwang y Yoon, 1985; Lai, 1994; Hwang y Yoon, 1995;
Lai et al., 1995). Asi, puede ocurrir que una alternativa seleccionada desde el punto de vista de su distancia
euclidiana mas corta respecto a la solucién ideal, deba competir con otra alternativa que se encuentra lo mas lejos
posible de la solucion anti-ideal. Por ello, y a fin de definir la solucion ideal, la técnica TOPSIS define un indice de
similitud (o de proximidad relativa) que se construye combinando la proximidad al ideal y la lejania respecto al anti-
ideal.

Las aplicaciones de TOPSIS corresponden a varias aéreas en las que se debe elegir una alternativa de un conjunto de
éstas. Como ejemplos podemaos citar que se ha hecho uso de esta técnica en el procesos de seleccion y
administracion de recursos humanos (Chen y Tzeng, 2004), se ha empleado en seleccion de sistemas de transporte
(Janic, 2001), se ha usado en la seleccion de disefios y prototipos (Kwong y Tam, 2002), se ha empleado en procesos
de manufactura (Milani et al., 2005), lo han usado en administracién de sistemas de distribucion de agua (Srdjevic et
al., 2004), lo han empleado en simulacion de respuestas maltiples en procesos estocasticos y control de calidad
(YYang y Chou, 2005), y se ha empleado para determinar la mejor localizacién de una planta industrial (Yoon y
Hwang, 1985).

Las aplicaciones especificas de TOPSIS en la manufactura también son ampliamente reportadas en la literatura. Por
ejemplo, se ha usado esta técnica en la seleccion de procesos de produccion (Rao, 2008), se ha propuesto una
metodologia basada en TOPSIS para la seleccion de materiales en un nuevo disefio (Rao y Davim, 2007), se ha
propuesto un modelo para la seleccion de niveles ideales de inventario (Bhattacharya et al., 2007), ha sido usada
para seleccién de materiales que integran un disefio alternativo (Prabhakaran et al., 2006), se ha empleado en la
seleccion de la mejor localizacion de planta y ademas ha integrado aspectos de incertidumbre mediante légica difusa
(Deng, 2006). También se ha usado esta técnica para la seleccion de materiales con la mejor maquinabilidad (Rao,
2006) y se ha propuesto un modelo basado en TOPSIS para la seleccién del mejor prototipo rapido (Byun y Lee,
2005). Oftros han integrado secuencias de actividades y han propuesto una metodologia para seleccionar robots de
ensamble en una empresa automotriz (Ghrayeb et al., 2004). Otros han usado TOPSIS para la seleccién de procesos
de manufactura no tradicionales (Yurdakul y Cogun, 2003; Parkan y Wu, 1998).

Cada uno de los casos mencionados anteriormente hacen uso de la técnica TOPSIS tradicional, la cual hace uso de la
distancia Euclidiana pero tiene una serie de supuestos, tales como la independencia entre los atributos y la carencia
de correlacion entre los mismos. Estos supuestos son violados frecuentemente y entonces las evaluaciones realizadas
en presencia de multicolinealidad y altos indices de correlacidn entre los atributos pueden llevar a tomar decisiones
erroneas. Para resolver este problema, en este articulo se propone una modificacion a la técnica TOPSIS y se
demuestra matematicamente que se debe usar la distancia de Mahalanobis en lugar de la distancia euclidiana en
presencia de colinealidad entre los atributos, ya que ésta si integra el indice de correlacion que existe entre éstos,
mismo que es una medida de la independencia.
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2. Enfoque Matricial en Evaluacion Multiatributos

El primer paso y quizés el mas importante en un proceso de decision, es determinar los atributos que serdn usados
como base en el proceso de seleccion. Los atributos representan las caracteristicas que seran evaluadas en cada una
de las alternativas. De manera general, supongase que existen K Tecnologias para la Manufactura Avanzada (TMA)
y que la mejor de éstas debe ser seleccionada. Las alternativas se denotan por Ay, A,,....,Ac en lo sucesivo en este
trabajo. Sin embargo, en evaluacién multiatributos se integran dos tipos de atributos, cualitativos (subjetivos) y
cuantitativos (objetivos), mismos que se definen mas ampliamente a continuacion.

NOTA DE EDICION: Estandarizar las variables y ecuaciones. O todas con letra inclinada o todas con letra

normal. Aqui en los pdarrafos estan normal pero en las ecuaciones y matrices estdn con letra acostada.

De manera genérica, supdngase que J atributos objetivos y L atributos subjetivos se han identificado en relacion con
el problema de seleccion de tecnologia. Los J atributos subjetivos son denotados por Xi, X, ... ,X;, y los L atributos
subjetivos son denotados por Xj.1, X js2, ... ,X3+L. L0OS valores de los atributos objetivos para el proceso de seleccion
son generalmente proporcionados por el constructor de la TMA 'y se refieren a aspectos relacionados con costos e
ingenieria. En este trabajo se representan esos valores en una matriz de valores objetivos (VO). Esta matriz se
representa en la ecuacion (1).

Los valores de los atributos subjetivos para la seleccion del proceso 0 TMA son obtenidos por calificaciones de
expertos y es muy frecuente que existan discrepancias entre éstos. Estos atributos no son facilmente cuantificables y
generalmente se representan por promedios de los juicios emitidos por los expertos en una escala similar. Sin
embargo, al realizar promedios para representar a los datos de las alternativas, se corre el riesgo de incorporar
opiniones de personas que tengan discrepancias muy altas con el resto. Para evitar esto, frecuentemente se omiten
los valores extremos de las opiniones de los expertos. Ademas, existen muchas otras técnicas que ayudan a obtener
valoraciones para este tipo de atributos, tales como la Idgica difusa.

AN [ XY X L XY

A | X% X% .. X4 (1)
VO =

AR XK X L XK

donde X * jes el valor de la variable X; para el proceso o TMA Aparak=1..Kyj=1,.J.

De manera genérica, supongase que P expertos o gerentes de los departamentos de la empresa son invitados a
calificar la TMA con respecto a cada uno de los atributos subjetivos en la k alternativas, los cuales forman un comité
multidisplinario. Se sugiere que los expertos califiquen mediante su juicio sobre la presencia del atributo en la
alternativa mediante un nimero entero entre 1y 9, esquema en que el 1 representa la mas baja calificacion para un
atributo y el 9 indica la mejor (Parkan y Wu, 1998). Esta escala se sugiere por su alta facilidad de manejo y ha sido
empleada por otros investigadores (Saaty, 2007). Sin embargo, puede usarse cualquier otra escala de medicién,
como la 1-10, la 1-100, etc. Una matriz de valores subjetivos (VS) es construida por cada uno de los P expertos, tal
como se indica en la ecuacion (2).

Las P matrices VSP que proveen los P expertos se suman término a término, generando una matriz total, en la cual se
divide cada uno de sus elementos por el valor P (nimero de expertos), obteniéndose de esta manera una media
aritmética, la cual representa el juicio promedio. Se asume que los P expertos son racionales en su juicio. Asi la
matriz de valores subjetivos total, denominada VST, se determina mediante la ecuacion (3).

A X% X% o0 X

A X0 X500 0 X% (2)
VSP = |

A X X% o0 X%
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1 1 1
Al Xha Xhbe o0 Xha

. Al X% X% .. X 3
VST =) Vs /P= .
P=1
Adl X0 X852 o0 XK
% K
ZX pJ+L
=1 . ., . .
donde XkJ+i = pT para k=1,..K, I =1,...L es la calificacion promedio de los P expertos para la alternativa

A¥ con respecto al atributo subjetivo X.;.

Combinando la matriz de valores objetivos y la de valores subjetivos, se construye la matriz de decision final (MDF)
para el problema del proceso de decision, tal como se sefiala en la ecuacion (4). Esta matriz de decisién final sirve
de base para el analisis mediante cualquiera de las técnicas multicriterio existentes, entre ellas TOPSIS, y dado que
la propuesta de mejora es sobre esta técnica, entonces se describe a continuacion.

3. Técnica TOPSIS

La técnica TOPSIS parte del supuesto intuitivo de que las alternativas en evaluacion pueden ser representadas por
puntos en un espacio euclidiano n-dimensional; asi, se seleccionaria aquella que tiene la menor distancia a un
alternativa ideal, pero la mayor a otra denominada anti-ideal, las cuales se conforman con los mejores y peores
valores nominales en los atributos.

1
A X11 XlJ X1J+1 X1J+L
2
2 2 2 2 (4)
X1 ... X% X734 oo X4l
MDF =[VO,VST|= . - v
AK X0 xS xKia o xFoa

Asi, dado que una alternativa A* se considera como un vector en el espacio euclidiano, ésta puede ser representada
de acuerdo a la ecuacion (5). Asi mismo, como a cada alternativa le corresponde un punto en el espacio n-
dimensional (ya que existe n atributos, n=J+L), similarmente, el atributo x-ésimo puede ser analizado como un
vector en el espacio k-dimensional dado por la ecuacién (6).

A =(xf....... XX) parak=12,...k (5)
X, =(X...... X) paran=1,2,...n (6)
De la misma manera, la técnica TOPSIS parte del supuesto de que existe una alternativa que debe ser mejor o peor a
todas las demas. Asi, a la alternativa con las mejores caracteristicas nominales en los atributos, se le llama solucion
o alternativa ideal y esta dada por la ecuacion (7). Similarmente, se genera la solucién o alternativa anti-ideal, la cual
estd compuesta por todos los valores nominales no deseados de los atributos dentro de las alternativas y puede ser
representada por la ecuacion (8).

+ _ + + +
A" = (X, X5 e X @

A" = (X, X5 e X 8)

3.1 Metodologia TOPSIS

La metodologia de trabajo de TOPSIS se describe a continuacién:

Revista de la Ingenieria Industrial 4‘



1 Normalizar cada vector X, de los atributos que son sujetos a evaluacion y convertirlos a TX,, segin la ecuacion
(9). Esta operacion se realiza porque es posible que los atributos en evaluacién se encuentren expresados en
diferentes escalas de medicion; por ejemplo, el costo esta expresado en unidades monetarias, la velocidad en
unidades de longitud por unidades de tiempo, etc.

k
X = X =( A XJ ©)
Xal WXl Xl

donde || X, || representa la norma euclidiana del vector del atributo (magnitud del vector). Asi, mediante esta
operacién todos los atributos estaran sin dimensién alguna y se podran realizar comparaciones entre

alternativas. | X , | puede ser obtenida segun la ecuacion (10).

R (10)
4 \/;T,

Una manera de representar la normalizacién de los elementos componentes de las alternativas en evaluacion, la
alternativa ideal e anti-ideal, es de acuerdo a las ecuaciones (11), (12) y (13).

TN = ,t,'f):[xlk, ...... X) 1)
X

—— ’m:[xl*‘ ...... | x;] (12)
]

TA = (t] e ,tn):[xi_, ...... X“j (13)
XX

2 Calcular, segun las ecuaciones (14) y (15), las distancias euclidianas que existen de los puntos representados por
cada alternativa, y los puntos que representan a la alternativa ideal y la alternativa anti-ideal.

plA )= - A (14)

’W*(TA" -TA)

(15)

Donde w representa la ponderacion o peso que los expertos han proporcionado al atributo en evaluacion.

3 Ordenar las alternativas de acuerdo a la cercania y lejanfa de los puntos de cada alternativa a los puntos de la
solucidn ideal e anti-ideal, las que estan dadas por la ecuacion (16).

RC(A", A)=— p(Ak’N)k _ (16)
P(A A7)+ p(A", A7)

El criterio de seleccion que se usa en TOPSIS, consiste en elegir una alternativa que contenga el valor RC(A¥, A+)
menor que todas las demas.

4. Conceptos Relacionados con TOPSIS
La técnica TOPSIS involucra varios conceptos que son analizados con mayor profundidad en los siguientes parrafos
con la finalidad de justificar de una mejor manera la integracion de la distancia de Mahalanobis en la misma.

4.1 Distancia Euclidiana
La técnica TOPSIS utiliza la distancia euclidiana para medir las distancias entre los atributos (ideal y anti-ideal).
Bésicamente la formula de la distancia euclidiana se basa en la raiz cuadrada de la magnitud del vector diferencia
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(vector que representa a una alternativa y la ideal e anti-ideal) al cuadrado, tal como se muestra en la ecuacion (17)
para el caso en que se tienen solamente dos atributos (Meloun y Militky, 2001; Kiang, 2003). Sin pérdida de
generalidad se puede decir que la misma férmula se aplica cuando se presentan J+L atributos en un conjunto de
alternativas en evaluacion.

de (% Y) = (% =% ) +(%, =¥ )’ 17)

4.2 Distancia de Mahalanobis

La utilidad de la distancia de Mahalanobis radica en que es una forma de determinar la similitud entre dos variables
aleatorias multidimensionales. Es diferente de la distancia euclidiana debido a que ésta si considera la correlacion
entre las variables aleatorias, atributos en nuestro caso. Asi, se tiene en cuenta la dispersion de las variables y su
dependencia (Nocairi et al., 2005; Meloun y Militky, 2001), la cual es medida por el coeficiente de correlacion
(Kovéacs eta al. 2005; Hoyt eta al. 2008). Formalmente, la distancia de Mahalanobis entre dos variables aleatorias

con la misma distribucion de probabilidad X y Y con matriz de covarianza X, la cual debe ser no singular para
garantizar su existencia. La distancia de Mahalanobis se define segin la ecuacion (18) (Xiang et al., 2008).

dy, (%, ¥)=(X - y) =X —V) (18)

4.3 Colinealidad y Correlacion

El término colinealidad se refiere a una situacion en la que dos o0 mas variables explicativas estan fuertemente
interrelacionadas (atributos en este caso de estudio) y, por tanto, resulta dificil medir sus efectos individuales sobre
una variable endégena. Existen muchas técnicas para la deteccion de la colinealidad entre un conjunto de variables o
atributos, entre las que se pueden mencionar: la matriz de gréaficos de dispersion, la matriz de correlacién de las
variables independiente, los factores de inflacion de la varianza y los nimeros de condicion (Pasini, 1991;
Lipovetsky y Conklin, 2001; Montgomery et al. 2004), mismos que se exponen brevemente a continuacion.

4.3.1 Gréficos de Dispersidn

En la matriz de gréaficos de dispersion se grafica cada uno de los atributos contra los demas en forma matricial, lo
que permite observar patrones de alineacion o tendencias lineales, mismas que ayudan a determinar la colinealidad.
Frecuentemente el atributo repetibilidad y costo de un robot tienen altos niveles de correlacion, asi como entre
repetibilidad y velocidad; es decir, es posible que un robot con mayor precisién tenga un costo mas elevado y que un
robot lento tenga mejor precision.

4.3.2 Matriz de Correlacion

Otra forma sencilla de determinar la colinealidad de los atributos es mediante la matriz de correlacion, la cual es
cuadrada y el coeficiente de correlacién puede tomar valores entre [-1, 1], por lo que valores cercanos a éstos
indicaran una fuerte colinealidad. Lo ideal es que la matriz de correlacion sea una matriz identidad, donde los
valores de la diagonal sean unos y los valores fuera de ésta sean cero. Una situacion como la anterior indicaria
independencia entre los atributos (Johnson y Wichern, 1992).

4.3.3 Factores de Inflacién de la Varianza (FIV)

Otra técnica frecuentemente usada para la determinacion de la colinealidad es la determinacion de los factores de
inflacién de la varianza (FIV), mismos que son estimados por la ecuacién (19). Donde R,—2 es el coeficiente de
determinacion del atributo j sobre los demas en una regresion lineal multiple. Se recomienda que valores mayores a
10 en los FIV indiquen fuerte colinealidad en los datos (Liu et al., 2003). En la actualidad muchos paquetes
estadisticos pueden estimar esos FIV, tales como el NCSS.

Ny "
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4.3.4 Numeros de Condicion

Los nimeros de condicion se estiman mediante el anélisis del eigensistema de la matriz X"X de los atributos
evaluados en las alternativas. Para su estimacion, se determinan los eigenvalores de esa matriz. Los nimeros de
condicién para cada variable son la razon del eigenvalor perteneciente a la variable o atributo, entre el minimo
eigenvalor encontrado en todas las variables o atributos. Asi, habrd un nimero de condicion con valor de uno y otro
que se refiera a la razon del maximo entre el minimo, el cual es el maximo ndmero de condicién (Li et al. 2004). Si
alguno de los nimeros de condicion es mayor que 1000, entonces se concluye que existe multicolinealidad. El
méaximo valor puede ser estimado por la ecuacion (20).

]7 = _
ﬂ’min (20)
donde:
n = NUmero de condicidn
Amax = Maximo eigenvalor
Amin = Minimo eigenvalor

5. Técnica Propuesta

La debilidad que se presenta en la técnica TOPSIS al utilizar la distancia euclidiana radica en la falta de integracién
de la colinealidad medida mediante la correlacién, misma que es facilmente detectada entre atributos como el costo
y la velocidad o el costo y la precisién que ofrecen las alternativas, ya que éstos representan un fuerte grado de
dependencia uno con respecto de otro. Sin embargo, en estos momentos cabe formular la cuestion de como integrar
la correlacion en TOPSIS. La respuesta es hacer uso de la distancia de Mahalanobis en lugar de la euclidiana, por lo
que se procede a demostrar la equivalencia entre éstas.

5.1 Demostracién
Como primer paso, para calcular la distancia de Mahalanobis, se estima la matriz de varianza- covarianzas C,, la
cual es estimada a partir de la ecuacién (21), dado que ésta se requiere, segun la ecuacion (18).

1 T (21)
=——(X X

X (n 1) ( c) ( c)
Donde:

n = numero de alternativas en evaluacion.

X = la matriz de datos centrados de las alternativas para todos los atributos. X = ( X, — X ) .

Como fin ilustrativo y por la sencillez de sus calculos, esta demostracion se realiza para el caso en que se evallan
dos atributos en un conjunto de alternativas; asi, la matriz de varianza-covarianza es como se muestra en la ecuacién
(22) (Montgomery et al., 2001).

C = 0-12 P12019> (22)
P120107 =F

Donde:

01’ Y 0> son las varianzas de los atributos respectivos de X; y X.
010> €s la covarianza entre dos atributos.

p12 €s el coeficiente de correlacion entre los dos atributos.

Asi, con la nueva simbologia usada, la distancia de Mahalanobis a la ideal queda expresada seguin la ecuacidn (23) y
segln la ecuacion (24) para la anti-ideal.

DM, = \/(xi —x,)C (% —x,) (23)
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DM, s\/(xi —x_)C, (% —xﬁ)T (24)
Donde:
xi €s el vector que representa a la alternativa en evaluacion
X+ €s el vector que representa a la alternativa ideal
X. s el vector que representa a la alternativa anti-ideal
C,* es la matriz inversa de varianza
(xi — x+) es el vector diferencia entre la alternativa en evaluacion y la ideal

Ademés, debe aclararse que C,* debe ser no singular para garantizar su existencia y pueda ser usada en los calculos
en las ecuaciones (23) y (24).

La singularidad de la matriz de la ecuacion (21) o (22) puede ser facilmente probada mediante la estimacion del
determinante de ésta; si el determinante es cero, entonces la matriz inversa no existe, lo cual es facilmente observado
en la ecuacion (25) donde se esta obteniendo la inversa por el método de la matriz adjunta, ya que cada elemento
esta dividido por dicho determinante y si éste es cero, entonces la operacion no esta definida.

O-22 ~ P120:0,
c t_| detC) det(C,) (25)
* — P12010, 0'12

det(C,)  det(C,)

Donde det(C,) = o7c? (1— p3) es el determinante de la matriz de varianzas-covarianzas de la ecuacion (22). Ahora

se demuestra la relacion entre las dos distancias (Mahalanobis e Euclidiana) para el caso en que existen solamente
dos atributos, X; y X,. Los primeros dos términos de la raiz de la ecuacion (23) pueden ser rescritos como se muestra
en (26).

I:(Xl - Xidl)(xz — Xia2 ):' Cx_l (26)

Sustituyendo el valor de C,* por el contenido en la ecuacion (25) y realizando las operaciones correspondientes, se
llega a la ecuacion (27) y al ingresar el tercer término de la ecuacién de la distancia de Mahalanobis, se tiene la
ecuacion (28).

2

0'22 (X1 - Xidl)z _(Xz — Xig2 )(X1 - Xidl)plzo-lo-z 0'12 (Xz - Xidz) (Xl - Xidl)(XZ — Xig2 )plzo'lo'z @7)
det (C)) det (C))

[(&—Xidl)(xz—xidz)]Cx‘l[()ﬁ_x““)} (28)

(Xz _Xidz)

Desarrollando estas ecuaciones matematicamente y realizando la factorizacion correspondiente se llega a la ecuacion

(29):
- o] [ o (]

Esta expresion muestra que la segunda parte del binomio al cuadrado integra como primer factor al coeficiente de
correlacién que tienen los dos atributos de las alternativas evaluadas. Asi, se puede observar que cuando dos
atributos estan incorrelacionados (p;, = 0), esta ecuacion es reducida a la formula de la distancia Euclidiana
normalizada, dado que la segunda parte de ésta es cero. Por lo tanto al no existir la correlacion entre los atributos, en
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la técnica TOPSIS las distancias entre las alternativas A no son afectadas por la distancia de Mahalanobis. En caso
contrario, cuando existe la correlacion, ésta serd incluida por la distancia de Mahalanobis, por lo que al tomar en
cuenta la correlacion entre los atributos, se considera que la técnica TOPSIS se vuelve estadisticamente mas
suficiente, ya que integra un factor importante que antes no se consideraba.

Como se puede observar, con la representacion de la distancia de Mahalanobis evaluada para dos atributos, x; y X2,
ésta puede ser claramente generalizada hasta J+L atributos y el resultado seria semejante al obtenido anteriormente.
Un desarrollo semejante se puede demostrar para la distancia que tiene cada una de las alternativas a la anti-ideal, lo
cual no se realiza en este trabajo por restricciones de espacio.

6. Caso de Estudio

Una empresa del sector automotriz en Ciudad Juarez, Chihuahua, México, tenia la necesidad de adquirir un nuevo
robot para realizar una tarea que anteriormente fue realizada por operarios y que ha reportado accidentes frecuentes.
El problema de seleccion constaba de doce alternativas de robots y cuatro atributos de evaluacion: Costo de la
inversion en miles de dolares (X;), Capacidad de carga en kilogramos (X,), Velocidad del robot en metros por
segundo (Xs3) y Repetibilidad en milimetros (X;), todos ellos cuantitativos. La matriz de decision final se muestra en
la tabla 1. Obsérvese que en la antependltima y pendltima lineas aparecen las alternativas ideal e anti-ideal, con las
cuales se comparan todas las demas alternativas en el proceso de decision.

Par la obtencion de los niveles de importancia que tenian cada uno de los atributos en evaluacion, se uso la técnica
de votacién y consenso, donde un grupo de decision integrado por cinco personas provenientes del departamentos de
ingenieria, finanzas, gerencia media y un representante sindical, los cuales se representa por Ej, E;...Es. Cada uno
de los expertos emiti6 su juicio en una escala del uno al nueve, donde el uno reprentaba la nula importancia del
atributo y el nueve la importancia extrema. Las valoraciones obtenidas por cada uno de los atributos se promedio,
los cuales se sumaron para obtener un gran promedio. Cada promedio se dividi6 entre ese gran promedio para
obtener el nivel de importancia w; de cada uno de los atributos. La tabla 2 ilustra el proceso de obtencién.

De la misma manera, para este caso especifico se supone que los atributos tienen la ponderacion que se indica en la
altima fila, denominada w. Obsérvese que la suma de los w; es igual a la unidad.

Robot Costo Velocidad Repetibilidad Capacidad de Carga
45.00 1.80 0.18 140.00
34.00 1.50 0.16 110.00
62.00 0.80 0.09 195.00
52.50 1.10 0.11 160.00
54.00 1.30 0.14 165.00
50.00 1.55 0.17 150.00
65.00 0.98 0.10 195.00
39.50 1.05 0.11 120.00
48.00 1.25 0.13 145.00
49.80 1.35 0.16 155.00
59.00 1.65 0.17 175.00
48.00 1.25 0.12 150.00
34.00 1.80 0.09 195.00
65.00 0.80 0.18 110.00
Tabla 1. Matriz de decision final

Los resultados obtenidos de las evaluaciones realizadas mediante las dos técnicas son las que se listan en la Tabla 3,
donde los nimeros entre corchetes indican el orden en que deberian ser escogidas las alternativas. Asi, al realizar el
andlisis de la informacion empleando la técnica TOPSIS con la distancia Euclidiana, se encuentra que se debe
seleccionar el robot representado por Ry, ya que es la que alcanza el menor valor en su indice RC con 0.4414. Sin
embargo, empleando la misma técnica, pero integrando la distancia de Mahalanobis, se debe de elegir la alternativa
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representada por Rz, dado que el indice RC es de 0.133, lo cual indica que los resultados son totalmente antagonicos,
dado que existe reversa de érdenes en las soluciones propuestas por las técnicas

. - Capacidad
Robot Costo Velocidad Repetibilidad de Carga
7.0 6.0 9.0 7.0
5.0 8.0 7.0 6.0
7.0 8.0 7.0 7.0
8.0 8.0 6.0 6.0
7.0 8.0 9.0 8.0
PROMEDIO R3] 7.6 7.6 6.8
0.236| 0.264 0.264 0.236
Tabla 2. Obtencidn de los niveles de importancia de los atributos

TOPSIS CON DISTANCIA EUCLIDIANA TOPSIS CON DISTANCIA DE MAHALANOBIS
Eo] p(A A [ p(A, A) [RC(A A | p(A AY) | p(AA) | RC(A,AY)

\ R; 0.052 0.066 0.441[1] 2.199 0.335 0.868 [12]
\ R, 0.052 0.062 0.459 [2] 1.785 0.686 0.722[8]
\ R3 0.071 0.057 0.554 [12] 0.336 2.197 0.133[1]
\ R, 0.052 0.047 0.522 [8] 0.684 1.787 0.277[3]
\ Rs 0.049 0.045 0.524 [9] 1.353 1.109 0.55[7]

\ Rs 0.051 0.05 0.498 [5] 2.019 0.465 0.813[11]
\ R; 0.066 0.054 0.549 [11] 0.489 1.998 0.197 [2]
\ Rsg 0.055 0.053 0.510[7] 0.697 1.777 0.282 [4]
\ Ro 0.047 0.046 0.508 [6] 1.123 1.34 0.456 [6]
\ Rio 0.051 0.044 0.536 [10] 1.826 0.64 0.740[9]
\ Ru; 0.055 0.057 0.490 [4] 1.995 0.494 0.801 [10]
\ R, 0.045 0.049 0.476 [3] 0.881 1.583 0.357 [5]

Tabla 3. Resultados Obtenidos por Ambos Métodos

Es importante sefialar que para este caso de estudio se analizaron los valores de los atributos de las alternativas
propuestas por la técnica usando las dos distancias, R; y Rs, dado que existia confusion en relacién a cual elegir. En
esta ocasion el grupo de decision considerd que el robot R; debia ser seleccionado, dado que solo costaba 3000
pesos mas que R; ($48,000-$45,000), la velocidad no era considerada critica para el proceso, la precisién o
repetibilidad era menor en 0.06 mm, lo cual indicaba una superioridad sobre R; en un 50% y la capacidad de carga
era superior en 10 kilogramos (150 kg-140kg).

Conclusiones

En base al caso de estudio aqui presentado, se puede concluir que la inclusion de la distancia de Mahalanobis en las
evaluaciones por medio de TOPSIS genera soluciones diferentes a las propuestas por la técnica original propuesta
por Yoon (1980). Esto se debe principalmente a la inclusion del coeficiente de correlacidn, el cual es una medida de
la dependencia lineal que existe entre los atributos, el cual no es considerado en la evaluacion por la técnica TOPSIS
tradicional. Se concluye que la técnica propuesta es mas suficiente a la original desde el punto de vista estadistico,
dado que integra en la evaluacion a un pardmetro que antes era ignorado, por lo cual es mas completa.

Sin embargo, la evaluacion de alternativa con la técnica TOPSIS en la que se incluya la distancia de Mahalanobis es
més complicada a la distancia euclidiana tradicional, por lo que futuras investigaciones deben enfocarse en
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determinar métricas que ayuden a decidir qué tipo distancia emplear en ciertas condiciones de multicolinealidad.
Estas métricas pueden ser el determinante de la matriz e correlacidon o el eigenanélisis de la misma.
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